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に叡ているためそのように名づけられた(密 1). また，待費~O で原点からスタートする条件























Y(t) = 、/B1 (t)2 十 B2(t)2 十 B3(t)2~





壁あり w前ermelon配置のブラウン運動 非棒突3次元ベッセル議 図 3
壁なし watermelon配賓のブラウン運動 非衝突ブラウン議 図岳
壁あり star配置のブラウン運動 非衝突3次元ベッセル訪謹過翠 図 5
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の無限和を成分にもつNxN行列式
(-l)N LL Iふ !P(HNく h)一制 L H:れkポ〉包nh)e-2n2h21， (2) 






























むくらく・..<tM，M=1，2，'" に対して，ブラウン運動が各時刻tm，m= 1，2γ"，M で区間
[a問 ，bm]に潜在する確率は，
P(B(ら)E [叫m]，m=は ，M)
rbl rh2 rbM M-l 
= I dXl I dX2'" I dxM I P(tm+l -tm，均十llxm)，






きる.まず時刻。で zから始まり時穿~t で u ヒJ!J達するブラウン運動を考えると，常に正の値をと








Pabs(t， ylx) = p(t， ylx) -p(t，一宮Ix)
4寸e-{u-z}2/{2t〉-e一(的)2f(討)}， t>O， x，yさO. (4) 















h(T，x) = I 弘治(T，ylx)命 (5) 
JO 
についてのT→∞の構近評価を用いtHえ













at 2 oy2 
j!?(切)=均-x)




















Kぽ lin-McGreg伎の公式である [15J.この公式はブラウン運動の推移確率密度を成分とする NxN
行列の行列式は非衝突なN粒子系の推移確率密度になるというもので，量子力学において自由フエ
ルミ粒子からなる多体系の波動関数を表すSlater行列式の確率過程販とみなすこともできる [16].
ここで 1次元標準ブラウン運動の推移確率密度を併にとれば，その N粒子非衝突の 1次元標準ブ
ラウン運動は次のように表される.












q~:WR (t， ylx) 
dzLN[均点ゆた)]，わい)YEW~，
Lizu[pω(t，Yilxk)]， t > O，x，yεw丸





W~ {x = (Xl ， X2 ，' 一， XN)ER~:Xl< ぬぐー<♂N} ，
w長 = {x=(九九・ーダN)E (O，h)N : Xlくぬく・・・ <XN}，
W';，lWR {x = (Xl，X2l・，.XN)E(一切L，均)N: Xl < X2ぐる .<XN}， 
である.特に w~はタイプ CN 型の Weyl chamberと呼ばれる.
2.3 非笹突ブラウン経路の累積確率分布
ここではN粒子非構突ブラウン運動と N粒子非欝突 (3次元)べ、yセル過程の累積確率分布に







として表される.ここで，Bl (t)， B2(t)， B3(t)は互いに独立な 1次元標準ブラウン運動である.多
粒子葬蜜突に拡張した場合，N粒子非箭突ブラウン運動とN粒子非積突ベッセ)v過程をそれぞれ











































P(HNく h)= ~ ';N' • 
I ~ ， I~m~ q~~ (1， y!x)dy 


























N粒子非葡突ベッセル過謹 Y(t) N粒子非欝突ブラウン運動 X(t)
EN=J2誌 YN(t) LN =Sfzxdt)，RN=Jき話XN(t)
P(HN<h)=tLmJρ h.(l，ylx) P(一切L< LN， RNくWR)=qiJ17m(Lyix) 
qJC(1?ylx) q(N)(l， ylx) 
図 8 図 9
N粒子非衝突ベッセル橋安(吟 N粒子非密突ブラウン橋支持
条件:Y(O) ~ Y(l) = 0 条幹..玄(0)=支(1)= 0 
HN=設誌YN(t) LN=。哲21xdt)?RN=J芝25XN(t)
P(HNくh)=liEI1q(4APJ?ρh(l，ylx) P(-UYL<L(N，R(N〈ttJR)=l，liyml→ qit!"R(I，ylx) Ixl:j;r~o q<:1(1，y!x) Ixl~j;~o q(N)(l， ylx) 
図 10 密 11
N粒子非街突ベッセル訪謹過程 Y(t) N粒子非蕎突ブラウン訪復過程 X(吟
条件:Y(O) = 0 条件 :X伶)=0
EN =JE誌YN(t)































関 14:N = 1の3次元ベッセル議
ことができる.
P(H1 < h) 1~_ Pabs，h(l， ylx) 
zJ→o Pabs(l， ylx) 
1:_ Pabs，h(l， alα) 
~~õ Pabs(l， alα) 
1 0 ヱ" n.z..2 空つ~ 2a2 )~ e-2h~n:& (1 -4h2η2)十O(α3)
.J21r .L...J 
lim T n= 0て
G→。壬:-2a2十O(ポ)
、/;c，~τt 








(h) -iLP{EI<h) dh 
82二e一的¥4n4h3-3n2h) ， 。<hく∞. (20) 
n=l 
さらにモーメントの定義式から Hlのs次モーメントを求めることができる.
E[HiJ = I dh hS PIi1 (h) 
JO -





ご(s) = 三s(s-1)1r-s/2r(s/2)((s)， (2) 
r(x) 三 1000du ux-1e- 提X>O， (23) 
~1 






























3.1 N = 2の非笹突ベッセん構iこおする累積確率分布
N=2の非蟹突ベッセル構における累積確率分布は (16)式より，
;:ith(1Jix〉
P(H2 < h) - .l~~ -"'~:μ 
舛 Iyl→0ョZL(13yjx)
h42dK1x) 
-ixro q立(l，xlx)か (28) 





国 15:N = 2の3次元ベッセル播
(伊28司)式1者ヨ逗の分母は(与12幻)式と (4)式より




会話伊1-X2?(X1切 )2+ O(xiO， X~O) 
緩いて(28)式右辺の分子は (13)式と (7)式より
ぷ2){17xjx)= 脳 fPabs，h(t，的IXk)l
aω寸同 1~j，k~2 l----，.~" ~， .~， J 









= 1 -16h2ni + 24h4ni + 24ゲイ唯一すがn~ -32h6nfn~ 














乞 e-2h2(414)Bh〈η1，n2)， (32) 
(nl，nz)εZZ¥{(O，O)} 
B仇向)=;h{一吋+60h2ni+6叫n~-耐η?一蹴坤2
十16h6n~+ 192h6n~n~ -80h6n1n~ -64h8n~n~ + 64h8n~n~} ， (33) 
と表せるやまた，
Iι~(伊α， ßβ舟)= 2乞二 η埼?nd? ir∞dhhα÷刊β一叫山Se-一2が州M的(舛暗十何7旬z毛玖E
(nl，ρn2) ε Z2¥{(O 委幼O母)} "U 
という表記を用いればH2のs次モーメントは
roo 
E[H21 = I dh hS PII? (h) 
JO -
一 ;{一臼即151(汽(削 +6附，0的)+印制I尺{附一6卵，0的)一沼鴎附01付







Is(臼?β)=2一何十β+2+s)!2r((臼十s+ s)/2)Z(α?β; (α÷β 十s)/2)，
と変形できるーモーメントの式はガンマ関委主と 2重ディワクレ級数を用いて，
E[勾 = ~2(2-S)/2 [ -15r(1 + s/2)Z(川村/2)
十30r(2十s/2){Z(生0;2十s/2)+ Z(2， 2; 2十s/2)}
-15r(3十s/2){Z(6，0; 3 + s/2)十3Z(4，2j3十s/2)}







1 ゃ n?÷η.~ 1 
Z(2， 0; 1 + s/2) =一〉 ;=-Z(636;s/2)pLd{TZ千+n~)1+8/2 -2 
(nl，1t2)EZZ¥{(O，O)} 
1 ゃ nt+ 2nin~ +41 
Z(4， 0;2 + s/2) + Z(2， 2;2十s/2)一一 > ~ .~:~~ ~'::~~;~，，;;~ = ~Z(O， 0; 8/2)， 
2ιて (n?+ n~)2+8/2 2 
{匁1，nz)εZZ¥{(O，O)}








1 '" (ni +~)4 +8n!吟(ηi+ n~) 2 -32ntn~ 
ー ム~\ r/n FU'l (吋十時)4十8/2
2{hTZ2)EZ21{o，o)} 
=jZ附 S仲詔叫(伊2山ラ，2
日 8日 2 ~6日4
Z均(但8予，2免;5科+sザ哨利/β角2幻)ト一Z均(伊§い?バA刈4宅れ;浄5糾+s治/β2)ト= ち吹で μ門一一“1戸門泌匂2 ム-:.，，_ _" (η~+ 
(nl，n2)EZ2¥{(O，O)) 
ね?n2(η? 十 nE)3-4nini(n? 十 η~)
(ni + n~)5十8/2






15 _ ， . _ ， __ ，_ . _， 15 





= -sr(s/2 + 4) 
一 -js{S刊 )(s+ 6)r(s/2 + 2)ヲ
-32r( 4 + s/2)十8r(5十s/2)










































































































































的〉ニゾト(~)， 恥 >0， (45) 




12 = 一三一+fo duus/2十1'l9(U)2+I∞duu-s/2十句(u)O'(吟(8 -2) 'Jl ~~ ~ -，- 'Jl 
十10duu-S内 F州十;jf∞釦仰duu-S刊一→イsザ抑/β2伊例仰(伊附匂
一i一十 j∞~d包M包卯30"(匂吋)2+ (O∞d仰一s桝/β斜2斜+4句》ダ0"乍切f旬ヤ(伊糾包叫)2



























r _~/r}_Ll ~， ，，>1∞ f∞ d I _ 0/') Iを¥
Jl (s) IU-S{:&TIs担)つ -I ぬ一{包-S{汁明包))手(包)L -'-/h 11 ----d包¥- -'-.1 J 
一トー判的)2]~→(s-2)Ko(2 -s)ー ヤベ7一的)
一 j(s-2)ko{2-s)÷ ト一山{桝2_ 1} ] ~ -Jl ( S) 
-i(s-2)叫 -s)-j{削 2_1}， (ぬ)
r _~，r戸何，>-，一_L孟凶一




I _ 0 1'>_l_Q f d ~， ，¥ 2勺i∞ 1
J3(S) = I U-s/制{一手(u))I 十一(8-6)Kl(2 -8) -J3(S) I - ¥ du -，-f J I . 2
=-j内 )2十j(s-帆 (2-s)， 
となり，これらを代入して (49)式を書き直せば，
(52) 
E向 = (~)Sつ去(1 -S)(82 -28 + 12)(2 -8ん(8)




十; 」f∞由 (us/2+3 + 包d山(伊件山附2トい吋一→寸s吟}門
となる e ここで (55)式のご2(S)においてsを2-8としても全く同じ形となるため関数方程式












叫 ~ l~∞ dぬM包げd→ 
rp 
非議突ブラウン経路の撞値分布
r(z) -I ぬuz-1eーへ Rz > 0， p> 0， (56) 
を用いて表す.まず，ヤコビのテータ関数の定義(2めから，
L ニ [0dω ーゆ 玄 ε一π(ηいい
V .L (すbl，n2)εZ2¥{(O，O)}
4100 duu-1合主ε叫吟)包十4100duu-
ここで第 1 項と第 2項についてそれぞれ 1I" (n~+ n~)u =叫 πポ匂=wと変数変換し，却を改めて
uと量きなおせば，


















ゲ /2-1((2引 4)((2イ +6)主主忌{吋忠sl片2制+3r(十刊山F汽 叩い制山(怜山n
':Jc今玉 I ∞ ∞ 斡 4目 4十手{π-s/2L L iう fiTefqιr(s/2+ 4，仰い吟))
マ1... nl=ln2=1 








九((鴇2)S) = Ef毎! (60) 
に表 3のs=lのときのE[II1]，民主2]の鐘を代入すれば，
山(2n)) ~ v'2n x E[H1J 
- v'2n x 1.253314…・=Vi五3
(h2(2n)) ~ v'2n x E[II21 
ー ゾ五 x1.822625一 2.57758・.x-Jn， 
を得る.これはdeBruijn-Knu出-Rice[41の壁あち l-watermelon(Dyck path)の最大高さの斯近
評錨
(ん(2n))~市ート 0(1) ， n→∞? 
や， Fulmek[6]の壁事り 2-watermelonの最大高さの瀬近評極






3.5 Appendix A 
この麓では第 3.3態に出てきたIムj= 1，2，3 (46)，(47)，(48)む計葬を導く.
ヤコビのテータ関数の反転期(4めから，



























={ト切(~) _U-3/2か (~)同一1/2か (~)r


















(ÍÌN)~ ゾL67N -0.06， N→∞? (64) 
と，それを援叡的な漸近挙動とみなし本当の瀬近挙動を





図 16:N = 10の葬槙突ベッセ)v橋
4.1 非衝突ベッセル橋の推移確率密度
独立な1次元標準ブラウン運動{Bj(t)}1=1からなるd-次元ブラウン運動B幼(時 =(B1(t)， B2(t) ， 
. .， Bd(t))の原点からの距離
R(d)(t) = IB(めが)1
= V(B1(t))2十 (B2(t))2+... + (Bd(t))2， 
泣RrU{O}上を運動する拡散過程でありきその推移確率密度は，
同 }(Mh)=51irM/(21)ん(子)， x>O， 引き O，t>0， (66) 
である.ここで，
ι(z) = L(z/2)2n+v / {時十l)r(叶ね十1)}， (67) 
党=0
は変形ベッセ)v関数でa，る.R(め(t)はι次元ベ、yセル過程BES(d)[18， 19， 20Jと呼ばれその推移
確率密度(66)ヒおいて d=3とすればh/2(Z)= (~ -e-Z)/V2iZであるから (6)と等しくなる.
x=(九ぬい.，XN)， Y = (Yt，Y2，・.，，YN) E W忌t>Oにおいて (6)式と行列式の多重謀形性
から次式が成り立つ.
N 
4村抗 rPB侮 郡関{品型釣j仇iL j z=1Zj凶必Nl-._--， --~. _.， J 
また， xE WZ配置かち始まるN粒子非蜜突3次元ベッセル過程BES(3)がお互いにぶつからず
にT>Oまで運動する確率はKarlin-McGregorの公式[15](または [21]及び [22]，[23])から
NjJ(T， x)= I dYl・・ I dYN， .;'g~!- lH IPBEs(3)(T， Yj!Xk) 1， Jo Jo 1三j，k;5N L----，-，. --~. -_ J 
?????
和泉 南
となる.主主散過程におけるマ)vコフ佳から 0<むくらく 1において時刻1でyE WZの配置を
固定してしまえば，時刻 tl でが1)εW~ から推移し，時鶏ちで X(2) E W~ へ到達する 3 次元
ベッセル過程の推移確率密度は，
p~N) (h， X(l); t2， X(2)) 
1三i2LJFBES(3)(1-Mjjzf)〉ldtLN[ぬES(3)(t2 -' tl， X)2) jxどう)
1 5，1，~~N [PBES(3)(1 -tI， YjIX~I))] 
g~~ J\ T 1;弘Pa倫胎吋(1ト一 t2 ， Y必剖U釣釧~IX~2))1 ，_.<}似剖 i弘9払加a蜘bs(伶1ら2一九Zd4♂(位∞2吟刊)lxつ|吟Z4dLrFわ1吟勺}う)
ι=ミ;NL-
. -_. ~ 'J 1壬j，k壬N L---， - -， J ' ，. 'J 
d22N トabs(l 一九佑IX~l))] (68) 
である.x = (Xl ， X2γ •• ， XN) ε~~こ対して Ixl2= ~f=1 X;とし，また差讃
h~(x) = 日(え-XJ)日均 (69) 
15，jくたSN i=l 
を定義する.(68)式とすでに知られている漸近評値目24，(33)式においてv=1/2とする1)
r ， ，1 t -N(2N+l)/2e-lxI2 !(2t) 







×耐ら (t2-t1， X~2)lx~I))1 勾 j ix将司2÷1x(l)1~ ~ t 出足NLPabs¥L L， XJ . IXk'  J exp 1-2(1ー ら) • 2(1ー む)r (70) 
さちに
p{N) (O，O;t，x)三|xpt/的 (0，x{I); t， x)
={t(l-t)}-N 。く言<1， (71) 
を導くことができる.期間 1のN粒子非欝突3次元ベッセル播Y(t)=角的pち(t)，.. ，九(t))
は(70)や (71)のような推移確率密度を持つ拡散過程として定義され，在意の時刻の列言。言。く
むくらく・・・く九fく1，M = 1 ， 2ぃ・に対してす(tM) が各時務で.ð.mε W~， m=1， 2，.・，M
の区間内に薄在する確率は
p(r(N}(ら)E .d.m，m =以 ，M)
戸 β み1-1-1. dx(l)... 1. dx(M) r p(N)(tm，x(m);"tm+I，x(m+町{百)












-IN ON I 
を定義する.冗(N)をNxNエルミート行列全捧の集合，S(N;C)をNxN護素対祢行列全体
の集合として次のエルミート行列を考える.
I ~ I H S ¥ _ _. ， _ _， ~ _ _ _ _ •• I 
冗勺N)={C=(s? 一言'n); H E 1i(N)，S E S(Nj C) ~ . (73) 
ここでまHはHの転置行列で島り， stはSのエルミート共役である.CE万円2N)C冗(2N)は
tCJ +JC = 0， (74) 
を溝たすためシンプレクティック・ lJ一代数となり，手iC(2N)= sp(2N， C) n行(2N)[17]と書く
ことができる.(74)式の条件から，Cの2Ni置の実固有植は，






期間1のブラウン橋b(t)，0 S t S 1は時刻。で原点から出発し時刻1で原点に戻ってくるとい
う条件付1次元ブラウン運動なのでその推移確率密度は
p(1-t，OI官)p(t-s， ylx) 




S~k(t) = { lIjj(t) if j = k 
l 略的/V2if j >た
{弘(t)/V2 if j < k 
a~k(t) = < 0 if j = k 
l -b~j(t)/0. if j > k， 
とおく.そしてNxN行列





(N)(t'¥ _ ( SO(t)十iAO(t) Sl(t)十iS2(t) ¥ 
N}(t〉= qi
¥ Sl(t) -iS2与)一(SO(t)-iAO(t)) ) ， 一一
(76) 
を定義する.C<N)(t)はC(N)(坊を冗C(2N)，O~ t三;1を満たし，C(N)(O) = c(め(1)= 02Nであ
る.C(N) (吟をつくるためにはN(N+ 1)/2 x 3十N(N-1)/2 = N(2N + 1)極の強立なブラウ
ン積が必要である，よってc(的与〉はN(2N+ 1)次元の冗C(2N)空間におけるブラウン構とみな
せる，
C(N) (吟ほ 0く tく 1の各時刻においてユニタリー・シンプレクティック行列で蓋交北でき，国
有蓋過程
λ(N)(t) = (入iN)(t)γ-A7)〈t)章一入iN)(仏ー 3一λ7?)均(明
G 壬λがi?N)沿切(t伺吟)三三..一.<三λ;7?rFJ丹¥∞1吟)，
を得る.一態化されたBruの理論[24}から
λC:¥t) = (λiN) (t) ， λ~N)(ルー ?λ<;)(批
の推移確率密度を求めることができる.その結果 λ~:l)(坊の推移確率密度は(均)，(71)と一致する











〈AL(1Jix)P(HN<め= li担 4 伊丹持
Ixl，lyl-心q;ご(l，ylx) (77) 























































































































ここで h~ は (69) 式で定義された差積である.よって (77) 式は
P(HNくト例-N山) 玄 {胸中吋-長Inl2~， (制
15nlくす"&2<…<nN '" --- .1 
N 








S(:μ(z)=15jrK5N L JrJ11 
μdet I X!，V-k+l _ X:;-(N-k+l) I 
1壬j，k5NL J J J 
(81) 
で与えられる.もし匂 =μN-j十1十jヲl$.j三N，Xj=l，l三j三N とおけば (81)式は([26， 
(3.33)式]， [27， (3.10)式]にもあるようにL
h~(n) 
sPu(l， 1，-・.，1) =ι 


















cNh-N(2N+l) d坑 iτ-db-十k一九一π2n2j{2h2)I 
1三j起 Nロコ i 
〈_1)N2-Nj2πN(2N十王)j2b-N〈2N÷1〉u fJLI 
E三ρj-1)! '"明¥2Tt2)， 
P(HN < h) 






さらにヤコビのテータ関数の満たす関数方ここで Z= eX1I"i，q = e炉 4とおいて2行自の式を得た.
謹式([31，第10.12蔀]， [6，第A.3.1節])


















';QfY)'α+1 ∞ J 、E二仇ーが/ポ十2ゆ /η2 法a/2I: H.α( vfin'fJ + vfi.ご/η)ε一(.j1rnη+.f1f./'fJ)2
(87)式においてご =0，η=hV'2T，α= 21， とおけば
Enu〆 2J二LdM十1乏Hu(J2妨げ》 (88) 
1， = 0，1，2，'" 
となりこの関係式を用いて(83)式を書き産すと第 1章に出てきた累讃確率分布の以下の行列式表
現を樽る.
(-l)N _1_-，- I ιi 
P(IIN < h) = ，-1¥2 T"T';j_:~. .H ~..-g~~M Iヤ H2(j+kポゾ2nh)e-2伶2h21
2N目立1(2j -l)f 15_J，k5N ln全斗 一 j 
(89)式の特別な場合としてN=1，2の場合を計算すると，
A 00 
P(主1くめ=-i E H2(V2nh)εー が%23
(89) 
P(II2 <トhiL-…)det[:;22123j
ここでH2(X)= 42;2 -2， H4(X) = 16x4 -48x2 + 12， H6(X) = 64x6 -480x4 + 720x2 -120であ
る均五ら，
P(II1く h)= 乞 (1-4h》 )e-2dd? (90) 
n =ー-00
主主川村){1-16叫叫が2吋2-苧6n~
R 尾町 128官尻町 128.0 A 必 1
-32honin2 +っ:'honlni一一:'honin2( (91) 。 3 ~.:. I 
と展開でき， (90)式は (19)式と一致し， (91)式は (31)式と一致していることが確かめられる.
P(H2く h)
? ???っ ， ，?
和泉 南
IIN E dhの確率密裏分布やIINのs次モーメントを累積確率分布P(IINくめを用いて表すと
((HN)S)=l r11p〈HNく h)) dh 10 -¥dh -，--H - .-/ } 
= s 1
00 










まず10000ステップのランダムウオークζよる近叡から期掲1のブラウン播b(t)，0 ~ t ~ 1を発
生させるプログラムを作る.このプログラムを使って3つのベッセ)v構bj(t)，0 ~. t三1，j= 1，2，3 
を生成させ，以下の2x2行列{直過程を考える.
cP)(t)=(h(t)b20)+t同) 担3)













2 x 2行列 (93)は (76)支の N = 1の場合とみなすことができる.もし 10認のブラウン議
{ち(t)}3~1 を用意すれば， 1-{C(舎の 4x4行列犠ブラウン橋
(_ b1(t) 合(b2(t)十ぬ(t) b; (時十ib6(t) 古(b7{t)十五bs(t)) ¥ 
C伸容)= I .吉(帥)一五回)) 弘(t) 吉(同)十必's(t) bg (時十 ihI~~t)r." I I b6(t)一私的 古(b7(t)ー 私的 -bl 一方(b2(t)-ibs(吟) I 















λ~)(t) = (入~2) (t) ， 入~2)(批 0 く入~2)(t) < 入~2)(t) ， 0三t三1，
をたどれば， 2粒子非棒突ベッセル揺す(t)= (Yi (t)，ち(t) とその上位の経路の最大値II2-
maxo<t<lち(吟の続許データを葬られる.一接的に N-非構突ベッセル橋は猿立に生成させた
N(2N + 1)留のブラウン構{ち(t)}出N十めを用いて非られる 2Nx 2N行列の N値の正の毘
有僅をたどることでシミュレーションすることができる.
ここで平均と分散の表記のために











N = Naにおける Voとeoの僅の依存性を示している. [32]の l/N-プロットの僅かち最も大き
い3つの点において図 19と国 20の実隷で表される線形フィッティングを行い， ν。=0.493と
??っ ?
和泉 南
N mN VN Fη1，N FむN KIKmN KIKvN 
1 1.251 0.0774 1.2533 0.0737 1.253314 0.074138 
2 1.819 0.0732 1.8222 0.0746 1.822625 0.073194 
3 2.262 0.0704 2.2677 0.0720 
4 2.641 0.0664 2.6460 0.0692 
5 2.979 0.0640 2.9805 0.0656 
6 3.280 0.0624 
7 3.558 合.0600
8 3.817 0.0556 
9 4.057 0.0570 
10 4.291 0.0543 
20 6.146 0.0409 
30 7.597 0.0396 
40 8.790 0.0384 
50 9.841 0.0364 
60 10.806 0.0354 






















号令 L & 。
00
00 
1.25~ 。。 。 。





















図 21:粒子数Nと平均 mNの関捺 国 22:粒子数N と分散りN の関保
匂=1.42を持た.これらは Vo= 1/2，匂 =y宝=1.414...とみなす事ができるので (65)式と一
致する.また，図 200)中間領竣0.1< 1/Nく0.2において匂の鐘は1.25くcoく1.3であるーこ
れらはゾ主67~ 1.29とみなせるのでBonichon-日osbah[51の (64)式の予想と一致している.そ




さらに N →∞におけるぢN の瀬近評揺を行ったものが罰 22のlog-Iogプロットである.最小
二乗法かち
(98) 







Y(t) = (Yi(t)，九(t)，• • . ，YN(t))， 
の原点に近いEまうかち k本自の経路の最大障を
siN)ェ J725え助手 、 ? ， ，???????， ， 、 、
と書くことにする.表 5には N=10におけるすべての経路の平均と分散
mf)=(立jN}〉?




k 続 3{t10〕 ぷ12107 
1 0.547 0.00528 
2 0.891 0.00778 
3 1.240 0.00971 
4 1.598 0.0126 
5 1.958 0.0147 
§ 2.337 0.0170 
7 2.735 0.0209 
8 3.168 0.0262 
9 3.659 0.0320 
10 4.291 0.0553 
表 5:数量計算から得たmfO}とcF)む盤
次に内欝経路の最大値における N佐存性を譲ベる，図 23と図 24泣1本自の内部経路の最大
値BiN7の平均と分散をプロットしたものである.このlog-logから Nに関する以下のべき乗則を
得る.






k .e 1 向 k










101 102 101 102 
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(0， h)内を運動する吸収壁ブラウン運動の推移確率密度Pabs，h(J)表現 (9)においてnE N = 
{1，2，3，...}はフーリエ級数展開のモードを表すために導入された変数である.N-経路システム
を考えるときこの離散的主変数n= (nl，均 γ ・づnN)E NNが導入される.nは補助的な関数であ
るにもかかわらず(9)，(80)， (83)， (89)式でnの和から物理量が与えられているため，離散変数n










(九(t) ~ 2ゾ2Nt(1-t)，。三t三1，N→∞? 
が知られている ([43，(2.26)式において α=0とし，ゾ言=limN→∞(色村t))/ゾ訴を用いる]).












a柑司 15，j，k5，N I .J27r l J I 




N N 4 
- 2NEM)区間く22<mNF1(2mji十1)115itb[智子]15，1.色N[zjmK17
である.さらに， mjかち約へ的 =mN-j+l-N + j， 1三j三N という変数変換を行い，シュー
ア関数[17，40， 41] 
det l~k+N-k I 
sμ(x) =切りM:日重 1j
det lxデーおi
l'5，j，k壬N L J J 
(105) 
を導入するー (105)式の分母はヴァンデjレモンド行列式
JZLJ4ーた]= I (Xj - X品
一~， - 15，j，k5，N 
(106) 
である.シューア関数展開を患いれば，






(0，・.-，0)をNずのとき so(O)= 1となり，それ以外のμでは匂(0)= 0となることかも斯近的に





次に， (79)式を求める。まず， (9)式と (13)式から，
/凸"N ノつ、q必忠払h山(ο1川~y剖|除x) = (ωi幻)n芸五N均 (一3訟主シ戸戸i同桝附n叫ポ叶:戸け2つ)1:5 
/凸'¥.N / ') "噌=(i)nEN叫 (-Jhinf) 志 EIAN[翻(ト(j)釣)山 (~nσな)Xk)]









司/""、 N N / 今、 N
-示(~) 1 (Xjyj)乞叫(-主主In12)1 nJ 
、/ j=l nεNlす¥一 / j=1 
N • 1¥T N 
X 巴仇例判郎1κくEζ:仇仇JNメ(のfわ)2江叫zむj=1州悶叫j州÷NF1 よJプ出?口ロ;hい〉戸!d2νJJZP例ケ子竹門k可1九l1宅壬」f拡払昆おωNJ[hn
×O矧芸 d仰JJNメF(ほωfわ)2εヰ主1ち十 訂;L)戸!品川品N[附ηマ伊柄れア子狗kつ九]， F 
となる.さらに，相自り[y子]= (_1)N(N-l)j2 det出足N[y'!N-k+1]と変形し， μk= mN-k+l-































x 2: 2: (~)制十i沖合 {(2μN一山 ÷24fJJ;二:一戸 21-1)f}
μ:i(μ)5.N lI:i(ν}三N j=1 
x _ _q~t_.Jザ内十N一門 4~t__Jn主九十N-k)]Sμ({x;})SlI( {y;})， 
，k5.N L J -15.j，k壬NL J 
となり (79)式が導ける.
4.7 Appendix C 
(83)式の証明
(80)式はヴァンデjレモンド行列式(106)より，






X L sgn(σ)三二 sgn(p)n n;Cσ(仰(の-2)
σεSN pESN i=1 
NI∞，司、 E
=ヲCN刊 2却N糾陀付1哨乞乞 S培静g担仲E


















= cNh-'-N(叫 1)L e-7r2!nI2/(2h2)玄 sgn(r) rn~j+2T(j)-2 


















非衝突ブラウン橋，つまり壁なし watermelon配置のブラウン経路(図 4または図 11)
X(t) = (Xl(t)，X2(t)γ・ ，XN(t)) 
の累積穫率分布は表 2より
qiZ141Jlx) 




q(N)(l，Ylx) - 1:Ç1~~N 詮(1 ，Yklxj)] 
A _+ i 1 __._ f (ぎた -Xj)2)1
l:Cj，忌NL v21f ~'~r l 2 J J 
/ ."N/2 
一 (~会討}引) εf訂一ベ(1附x吋ぜ12附斗÷
(2~ 昨m2N3) 五}lV/;.G e-が{計供i陣山x








/哩'¥N /2 N 1 r "， ，.."' 
q(N)(l，ylx) = (n.L_) -nー ムー相川-1_ _<J~t_ _.I百7-11¥2πjii臼-1)1凶りい Jω三N Ll1j J 
x {1十 O(lxJ，lyl)}
W1 H (均一巧) 立 (銑ー め)
(2π)mEiJ与)出くた:CN 出〈た:CN
x {1 + O(lxl， Iyl)}， (109) 
となる [34，Lemma 3.1}. ここでヴァンデルモンド行列式(10めから差穣の形を捷った，
同様に (107)式の分子については分母の計算よりやや複雑になるが基本的な計算は詞じで，以
下むようになる(第 5.3箆 AppendixD参照ト
qS';:WR (1， ylx) 
1fN(N-l)i N(N+l) 
、 r 、 j(切L十WR)-N2 I (ねーが H 弘一的)
2N ( nf=1 ru) 似た三N l$jくり
J 今、 N" 1'" / 、『、
ヤ exp( ry("，，~: 'lJ'~ i21n12) r~ n;-1 I (-l)j + exp ( 2材切Ln.._nj ) I ~ 4ziv ¥2(位十切R)2'-1 ) f=~ l'-J L ¥ -， '~'-r ¥ 切L+切R"'J) JJ 







x I{吋一斗1Iド(←一1ヴ)戸j十低Pバ(鈎 初仇L η匂川i)l~ I1 (伊η匂k一η引jβ)， (111) 































qZWlx)=(;)N乍一防12/2t31)fr { (xZ -x;)ぽー か}
j=1 " " ， 15.j，k5.N 
x{l十O(lxl)}， 












ム N'JTIIぉ-Yk12'Y rIめ12α-1exp { _1~2} dy 
.. -. 1三jくた5.N j=1 、 J 
(N-l)品r(l十jγ)r(α 十7(i-1)) =2αN十ヴ (N-l) n 
f=1T(1÷7) 
(117) 
において岱=1， 7 = 1/2とおけば，
L N N 
17C I1 (偽-Yi)IIYje-，y，2/2dy= I1r的空 〈国)
を寄るーこの公式を (116)式の分母に適用する.さらに自主ruijnの公式[42]
I _ dx.~今~Jgj(Xk)] ニ毛 JRfJ肘 I I dx I dx sgn(x -x) gj(X)gk(X) I (119) 









前くh)=品 N[1+ dyム仰い)お{倒的i (121) 
(_1)j+l/2戸一拍手 /π2 ~2 I .: 1r _.~ ¥ 
均)= 叶片山… ヲ-74一切p(-一τn十 zー抑)ムJ ---r ¥ 2h2'- . -hif'-J 
となる.さら立 (8η 式においてα=2j -1，η=ゾ号;h，f.= h訴/π?とおき，
を導入すれば，
P(HNく h)=噌_P'f_u1 dy I dysgn(安一前gj(y)gk(長)I ，




'j(型)= e l ヤ H2・ 1(..(2nh十宮/ゾ三)ε一(v宣幼村/.s.P2r匂)η士:03- (124) 
となり，エルミート多項式の無理和を成分にもつN次パフィアンで表されることが導かれた.
5.2.2 非欝突ブラウン窃窪過程
続いて非錆突ブラウン訪謹過程，つまり壁なし star配置のブラウン経路〈国 6または図 13)
X(t) = (X1(t)，X2(t)，.. ，XN(t)) 
の累積確率分布は表 2より




P(-WLくLN，RNく初心 - (125) 
p_IYI2/2 
(N)(l， ylX) = よ引
(2π)N/2 nj~l r(j) 
x{l十O(lxl)}， 
日 {(ねー が(訴ー が}
qt!?ぷ1，ylx)
(_1)N(N-3)/41rN(N-l)j2 TT 日 {均一句)
し三 P( 2J均 )2 + Jm) x det I )' nk-l eXD A 1 
n( πイ:L ÷ 釣h吋η→)1 x {1 +叫叫C例(引i
















においてα=1/2， i = 1/2とおけば，
/w!>. _ IJ ".(Vk -Vj) e-IYI2/2 dy = 2N/2 n 凶日出一的 町 Iru/2) 
"N l::;jくた:5N j=1 
を寄る.この公式により (126)式の分母は許葬できる.さらにdeBruijnの公式[42]
1 . dx1 ___ 9-~~ Jん(Xk)]=喝/p'f__1H1 dx 1 dx sgn(X -X) fi(X)!k(めI (128) 
JWfi l.S:J，ICS:_lV .lS九九lV lJR JR I 
かち非費突ブラウン訪復過程Xめの累積確率分布は
P(-WL < LN，RNく切R)へ/P'f _ '"I I dy1 dy s伊(安-y)ん(ぎ)!k(妥)1， (129) 













1"2 _2 I .:一切L _ ¥ _!_ ( _ 'llJL十型¥











となる. 1 つ自の無援和の項に窃 =j-Lη=~耳石(初L+切R) ，= (2切L十Y)(切L十岱R)/π とお
き， 2つ自の無隈和の項にα=j-IF可ニゾ奇石(却L十初心?ご =Y(切L十初心/π とおいた(8η を
適用すれば，
P(一切Lく LN，RNく初R)=vpf町 1dy L d安sgn(章一叫ん句)!i討委)I ， (132) 









隈和を含む累積確率分布(2)，(114)， (123)-(124)， (132)-(133)を持ち， watermelon配置の場合は
NxN行列式で表され， star配置の場合はN次パフィアンで表されるという註質を持つことがわ
かる.






=イ(2)NZほP( -π2 2"lnI2) 
おL十切R nZMN 2(哲L十切R)
×九i2N[s→ (134) 













~，(_"" ~_"" iN ~低p(-π221nj2)Nt ¥切L十句/ BGNN ¥2(tiYIJ十切R)2I--1 ) 
×乞 JZLJVHklZく:11~N [弘 (nj)す!
。三Pl<P2く…くPN-， - -
× ZJ22N[ず}1~1色N[Cqk(η.j)nlk] 
=( 2 )NZ;時(- H 2i叫2)恥 [cバ匂)CK-Mnfh寸
官L十WR 司」mN2(初L十WR〉 jJ'一
x 1 (Xk -Xj) 1 (Yk -Yj) X {1 + O(IXI， Iyl)}， (13η 
1~jくた~N l~j<k~N 
とえEる.ここでシューア関数展関を行っている.さらに.(137)式の行列式の或分は(136)式より，





qi~;WR (1， ylx) 
1fN2-Ni N2十N
2(切L十時)_N2 1 (Xk -Xj) I (ぎた一言J)
2N (rf=1 r(j)) 出くり 活路N
i子η川 -2exp( 0/_ ~2" V)n2) ~(-1)作句(2iπ 牝 η)~I 1~j，k三Nln三三0'- ---r ¥ 2(丸十均)2"-} l" -; . ---r ¥ 切L十ぬ}J I 
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